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基于齿廓测量点的渐开线齿轮基圆圆心反求方法*
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[ 摘要 ]  渐开线齿轮是机械装备中的关键零件，在齿轮测量或测绘过程中，基圆圆心需要通过测量点反求得到，其反

求精度将直接影响齿轮测量或测绘的精度。在已知基圆半径的条件下，研究了基圆圆心反求方法，建立非线性最小

二乘方程，并应用牛顿法进行求解得到基圆圆心坐标。给出了影响反求精度的主要因素：单条渐开线测量点数量、被

测渐开线数量及位置分布、基圆圆心初值的选取范围，并设计了上述因素的精度影响分析试验。以模数 3.5、齿数 36
的渐开线圆柱齿轮为例，对所提出的方法进行了试验验证并分析了主要因素对反求精度的影响，得到每条被测渐开

线齿廓应选取至少 100 个测量点、在圆周均布方向选取四条渐开线齿廓进行基圆圆心反求效果较佳。研究为渐开线

齿轮测量或测绘中的基圆圆心反求提供了依据，具有一定的指导意义和参考价值。
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[ABSTRACT]  Involute gear is a key part of mechanical equipment. In the process of gear measurement or mapping, 
the base circle center needs to be obtained by inverse calculation of the measuring points, and the precision of inverse 
calculation will directly affect the accuracy of gear measurement or mapping. In this paper, under the condition of known 
radius of base circle, the method of establishing the non-linear least squares equation for inverse calculation of the center 
of base circle was studied and solved by Newton method, and the coordinates of the center of base circle were obtained. 
The main factors affecting the accuracy of inverse calculation were discussed: the number of measuring points of single 
involute, the number and position distribution of the measured involute, the selection range of the initial value of the center 
of base circle. The experimental design of the influence of the above factors on the accuracy was carried out. Taking the 
involute cylindrical gears with modulus 3.5 and tooth number 36 as an example, the method proposed in this paper was 
verified and the influence of main factors on the accuracy of reverse calculation was quantitatively analyzed. It is found 
that at least 100 measuring points should be selected for each measured involute profile, and four involute profiles should 
be selected in the circumferential uniform distribution direction for the reverse calculation of the base circle center. The 
research in this paper has certain guiding significance and reference value for the inversion of the base circle center in the 
measurement and mapping of involute gears.
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齿轮作为关键零部件，广泛应用于航空航天、风电

设备、汽车制造等领域。齿轮质量直接影响装备的效

率、噪声、运动精度和使用寿命 [1–2]。由渐开线的性质

可知，渐开线齿廓的形状仅与基圆圆心位置和基圆半

径大小有关。齿轮测量过程中，确定齿轮基圆圆心的

位置是齿轮测量的关键 [3–5]。
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对于基圆圆心反求及其测量点的研究，国内外

学者做了大量工作。Xu 等 [6] 在旋转成型系统上对

齿轮全齿廓进行扫描测量，分析全齿廓测量点得到

基圆圆心。陈丽萍等 [7] 采用三次多项式表示渐开

线齿廓，通过齿廓测量点拟合基圆圆心。汤杰等 [8]

在未知基圆圆心和基圆半径的情况下，通过齿廓测

量点建立最小二乘方程，应用高斯牛顿法求解得到

基圆圆心和基圆半径。Han 等 [9] 通过极坐标系下

的齿廓测量点与基圆半径的几何关系建立非线性方

程，应用牛顿迭代法反求基圆半径。Wang 等 [10] 根

据基圆圆心与测量点的位置变化关系建立方程，求

解得到基圆圆心。Gao 等 [11] 针对使用坐标测量机

（CMM）检验齿轮的齿面测量点，推导了二维齿轮

齿面渐开线曲线和三维齿面最小测点的表示公式，

用于确定齿轮齿廓测量的最佳测量尺寸和测量点位

置。Barba to 等 [12] 针对圆柱直齿轮测量中，获取一

组齿轮齿廓测量点，建立与理论测量点的误差函数，

通过非线性最小二乘插值法确定齿轮定位参数并进

行修正。Su 等 [13] 利用由齿廓测量点和 Aitken 加速

收敛算法构造的混合迭代方程，求解被测齿轮参数。

尽管国内外学者提出了众多齿轮测量中基圆圆心

反求的反求方法，但并未就基圆圆心反求中影响反求

精度的各项因素进行研究。本文根据齿廓测量点与基

圆圆心的几何关系建立非线性最小二乘方程，应用牛

顿法进行求解得到基圆圆心坐标；重点研究参与基圆

圆心反求的测量点对反求结果的影响，在齿轮测量中

心上进行试验验证并给出应用该方法时测量点选取的

建议。

1 渐开线齿轮基圆圆心反求方法

应用齿轮测量中心对齿轮进行测量时，测头在齿高

中部进行测量，齿轮齿序编号按顺时针标识 [14]，机器坐

标系为 O–XYZ，齿轮几何中心为 O '，在机器坐标系下对

齿轮进行测量。在二维坐标系下反求基圆圆心坐标，齿

轮基圆圆心在机器坐标系下的坐标为 O '（ex，ey），单条

渐开线反求基圆圆心如图 1 所示。

根据渐开线原理，对于单条渐开线齿廓上任意两个

齿廓测量点 P0（x0，y0）和 Pi（xi，yi），若在同一条渐开线

上，则 P0（x0，y0）和 Pi（xi，yi）所在渐开线起始角相同，即：

θ0=θi	 （1）
设基圆圆心坐标为 O'（ex，ey），令：

Δi=θi–θ0	 （2）
根据齿廓测量点集建立最小二乘方程：
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式中，θ0 和 θi 分别为点 P0（x0，y0）和 Pi（xi，yi）所在渐

开线的起始角；ξ0 和 ξ i 分别为点 P0（x0，y0）和 Pi（xi，

yi）所对应的展开角；α0 和 αi 分别为点 P0（x0，y0）和 Pi（xi，

yi）所对应的压力角；O'（ex，ey）为基圆圆心坐标；rb 为

基圆半径；n 为测量点数量，i=1，2，…，n。
考虑到单条渐开线反求基圆圆心时，对圆心的约束

只来自这一条渐开线，为增加对基圆圆心反求的约束，

可选择多条渐开线齿廓反求基圆圆心，如图 2 所示。

对于多条渐开线齿廓点集 {Pij（xij，yij）} 反求基圆

圆心的最小二乘方程为：

2
nm

ijF e e = ∆∑∑（ ） （ ），x y min
j=1i=1

	 （7）

图1 单条渐开线反求基圆圆心

Fig.1 Reverse calculation of the base circle center by single involute
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Δij=θij–θi0	 （8）
式中，Δ ij 为齿廓测量点 Pij（xij，yij）所在渐开线的起始

角与 Pi0（xi0，yi0）所在渐开线起始角的差值；m 为渐开

线数量，i=1，2，…，m；n 为每条渐开线的齿廓测量点数

量，j=1，2，…，n。
应用牛顿法求解式（3）和式（7）得到齿轮基圆圆

心坐标 O'（ex，ey），其流程如图 3 所示。

2 反求精度主要影响因素分析的试验设计

基于齿廓测量点的基圆圆心反求中，对反求结果的

主要影响因素包括：单条渐开线反求点的数量、多条渐

开线的数量及其在圆周分布的位置、基圆圆心初值的选

取。对上述影响因素进行分析，可以为实际渐开线齿轮

的测量方案设计提供指导。

2.1 单条渐开线反求点数量影响分析试验设计

基于齿廓测量点进行基圆圆心反求时，利用全齿廓

所有测量点进行基圆圆心反求，虽然可以提高计算精度，

但增大了反求计算量，严重降低计算效率。因此，研究参

与反求的测量点数量对反求精度的影响，并确定可以保

证反求精度的测量点最少数量对于提高计算速度有很高

的指导意义。

单条渐开线反求点数量的研究，是要在基圆圆心反

求中采用不同的测量点数量来参与反求，分析反求点数

量对反求结果的影响。在展成法测量、等间距采样条件

下，被测齿轮某一齿廓上的测量点选取依据为：在计值

范围内按一定间隔均匀选取测量点参与基圆圆心反求，

计值范围内的齿廓测量点如图 4 所示。

例如，在某一齿廓上选取第 10，20，30，…，200 个测

量点进行基圆圆心反求，分析反求点数量对反求结果的

影响。

2.2 多条渐开线数量及位置分布影响分析试验设计

利用单条渐开线齿廓测量点进行基圆圆心反求仍

图2 多条渐开线反求基圆圆心

Fig.2 Reverse calculation of the base circle center by 
multiple involutes

图4 计值范围内的齿廓测量点

Fig.4 Measurement points on profile in evaluation range
图3 牛顿法流程

Fig.3 Process of Newton’s method
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会有较大误差，选择不同位置的齿廓进行反求得到的反

求结果之间差异较大。因此，有必要考虑基于多条渐开

线齿廓上的测量点进行反求，而这些渐开线齿廓的位置

分布及选取的齿廓数量对于反求精度亦会产生影响，对

其进行分析可提高反求结果精度。

多条渐开线数量及位置的研究，是要分析多条渐开

线数量及位置不同时，对基圆圆心反求结果的影响。多

条渐开线数量及位置选取方案，拟按沿圆周分布的连续

3 条、连续 4 条、沿圆周均布的 3 条渐开线和沿圆周均

布的 4 条渐开线进行基圆圆心反求。以 36 齿为例，多

条渐开线选取如图 5 所示。

多条渐开线数量及位置研究中的渐开线选取方案

包括：连续 3 条渐开线 Z1、Z2、Z3 ；连续 4 条渐开线 Z1、

Z2、Z3、Z4；沿圆周均布的 3 条渐开线 Z1、Z13、Z25；沿圆周

均布的 4 条渐开线 Z1、Z10、Z19、Z28。

2.3 基圆圆心初值选取影响分析试验设计

本文基圆圆心反求中，应用牛顿法求解最小二乘

方程时，需要给定基圆圆心初值坐标。由于测量过程

中基圆圆心坐标未知，基圆圆心初值通常选取原点坐

标。考虑到当坐标原点与齿轮基圆圆心距离过大时，

会引起牛顿法失效，不能得到基圆圆心坐标数值。为

此，需要研究基圆圆心初值的选取对反求结果的影

响，从而给出本文基圆圆心反求方法中适用的初值选

取范围。

3 基圆圆心反求试验数据分析

3.1 试验条件

利用齿轮测量中心，采取展成发原理随渐开线齿轮

图6 被测齿轮实物

Fig.6 Measured workpiece

表2 Z1齿部分测量数据

Table 2 Measurement points of Z1 part

序号 X/mm Y/mm Z/mm

1 14.6518 59.2142 169.6628

2 14.6517 59.2182 169.6687

3 14.6516 59.2241 169.6758

… … … …

623 13.4161 65.5559 169.6658

624 13.4142 65.5725 169.6635

625 13.4323 65.5953 169.6621

齿廓进行测量，测量过程中测头在齿高中部平面内测量

齿面，测头 Y 方向固定在基圆半径位置，X 方向随被测

齿轮的回转在基圆切线方向运动。被测齿轮为渐开线

圆柱直齿轮，其基本参数如表 1 所示，被测齿轮实物如

图 6 所示。

根据被测齿轮基本参数，确定计值范围起点展

开长度为 15.0060mm，计值范围 Lα 为 14.5206mm，

采样间隔约为 0.0279mm，每条齿廓测量点数量约为

625 个，计值范围内的测量点数量约为 520 个。本文

试验中对被测齿轮全齿廓 36 个齿的左右齿面进行了

测量。部分实测数据如表 2 所示，实测部分齿廓如图

7 所示。

表1 被测齿轮参数

Table 1 Parameters of measured workpiece

模数 /
mm 齿数

齿宽 /
mm

变位
系数

通孔直径 /
mm

压力角 /
（°）

螺旋角
β/（°）

3.5 36 25 0 40 20 0

图5 多条渐开线选取

Fig.5 Selection of the multiple involutes
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表3 不同反求点数量的基圆圆心反求结果

Table 3 Reverse calculation results of the base circle center with 
different measurement points

反求点数量
Z1 反求结果
（ex，ey）/μm

Z2 反求结果
（ex，ey）/μm

Z3 反求结果
（ex，ey）/μm

10 （46.47，16.34） （42.71，–0.27） （23.42，–4.65）

20 （40.42，15.87） （62.77，2.15） （5.28，–6.20）

30 （38.52，15.51） （57.93，1.63） （10.33，–5.63）

40 （36.84，15.35） （57.67，1.64） （4.76，–6.17）

50 （39.07，15.54） （59.35，1.74） （6.37，–6.04）

60 （39.51，15.55） （60.93，1.93） （4.70，–6.16）

70 （41.78，15.77） （62.35，2.05） （5.67，–6.06）

80 （40.63，15.64） （61.66，1.99） （4.78，–6.15）

90 （40.96，15.68） （62.07，2.02） （5.05，–6.12）

100 （41.99，15.77） （62.82，2.09） （5.23，–6.11）

110 （42.06，15.78） （62.92，2.10） （5.03，–6.12）

120 （41.65，15.74） （62.32，2.04） （4.92，–6.14）

130 （42.21，15.79） （62.88，2.09） （5.11，–6.12）

140 （42.25，15.79） （63.10，2.11） （5.02，–6.12）

150 （42.43，15.81） （62.84，2.08） （5.29，–6.10）

160 （41.94，15.76） （62.66，2.07） （4.87，–6.14）

170 （42.47，15.80） （62.70，2.06） （5.37，–6.09）

180 （41.87，15.75） （62.62，2.06） （5.05，–6.12）

190 （42.54，15.81） （63.19，2.12） （5.01，–6.12）

200 （42.47，15.80） （63.20，2.12） （5.04，–6.12）

图7 实测齿廓

Fig.7 Measured profiles

图8 单条渐开线基圆圆心反求结果

Fig.8 Reverse calculation results of the base circle center by 
single involute
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3.2 单条渐开线测量点数量对反求精度的影响

单条渐开线反求点数量试验中，分别对齿序为 Z1、

Z2、Z3 的反求点数量研究，在计值范围内均匀选取 10，
20，30，…，200 个测量点进行基圆圆心反求，得到反求

结果见表 3。
取被测齿轮齿顶圆为参考圆，对齿轮测量中心

测量得到的被测齿轮齿顶圆测量数据进行最小二乘

圆拟合，拟合得到的圆心坐标作为被测齿轮基圆圆

心 O '（图 1）的参考数值。试验得到基圆圆心 O ' 的
参考数值为（19.26，21.46），单条渐开线基圆圆心反

求结果如图 8 所示，分别选择单条渐开线齿廓进行

基圆圆心反求，其结果相互之间差异较大，分布较为

发散。

以表 3 中反求得到的基圆圆心结果与参考坐标数

值之间的距离作为反求误差值（μm），得到不同反求点

数量反求误差如图 9 所示。

通过观察图 9 可以得出，对于单条渐开线齿廓，

反求点数量不同其反求结果不同。图 9 中三条齿

廓的反求结果，随着反求点数量的增加，反求结果

由波动较大变为渐渐趋于稳定。当反求点数量达

到 100 个左右时反求结果趋于稳定。当继续增大

反求点数量时，以 Z1 反求为例，反求点数量为 190
个时反求误差为 23.95μ m，反求点数为 100 个时，

反求误差为 23.42μ m，反求误差的最大变化量为

0.53μm。

通过单条渐开线反求点数量试验可知，每条齿廓上

参与反求点数量达到 100 个左右时反求结果趋于稳定；

建议采用多条渐开线共同参与基圆圆心反求。

3.3 被测渐开线数量及位置分布对反求精度的影响

选取多条渐开线齿廓参与基圆圆心反求。针对本

文选用的被测齿轮的试验数据，选取每条齿廓反求点数

量为 100 个，分别选取单条渐开线（Z1）、连续 3 条渐开线
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Y/
m
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15 20 25 30 35 40 45
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55

60

65
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（Z1、Z2、Z3）、连续 4 条渐开线（Z1、Z2、Z3、Z4）、沿圆周均

布 3条渐开线（Z1、Z13、Z25）和沿圆周均布 4条渐开线（Z1、

Z10、Z19、Z28）的齿廓测量点进行基圆圆心反求试验。选

取的齿序如图 5 所示。以反求得到的结果与参考坐标

之间的距离作为反求误差值（Δ/μm），不同渐开线选取方

案的反求结果如表 4 所示，反求误差的数值如图 10 所

示。

由表 4 可以看出，采用单条、连续 3 条或者连续

4 条渐开线齿廓进行基圆圆心反求时，反求误差值较

大；而采用沿圆周均布的 3 条或者 4 条渐开线齿廓进

行基圆圆心反求时，反求误差值较小，反求误差分别为

1.73μm、0.99μm。沿圆周均布的四条渐开线齿廓反求得

到的基圆圆心更接近参考坐标。

3.4 基圆圆心初值选取对反求精度的影响

根据以上试验，已确定选取沿圆周均布 4 条渐开

线齿廓来反求基圆圆心。为考察基圆圆心初值对反求

结果的影响，进一步开展基圆圆心初值试验。试验中，

选取的沿圆周均布四条渐开线齿廓的齿序为 Z1、Z10、

Z19、Z28 ；每条齿廓选取 100 个测量点；基圆圆心初值

逐 渐 增 大（按 间 隔 0.1），从（0，0）、（0.1，0.1）、（0.2，
0.2）……直至基圆圆心反求算法失效，不能得到基圆

圆心坐标（表 5 中用 F 来表示）。在反求算法失效的

初值附近进一步细分（按间隔 0.001），得到反求结果

如表 5 所示。

由 表 5 可 知，当 反 求 初 值 选 取 在（1.556mm，

1.556mm）以内时，不论初值如何选取，基圆圆心反求

结果在取小数点后两位精度时数值均相同，表明在此初

值范围内，本文的基圆圆心反求结果不因初值选取而改

变；当初值选择为 (1.557mm，1.557mm) 时，基圆圆心反

求算法失效，不能得到基圆圆心坐标。此时初值与参考

坐标之间的距离为 2173μm。

表5 选取不同初值的反求结果

Table 5 Reverse calculation results with different initial value of the 
base circle center

初值选取 /mm 与参考坐标的距离 /μm 反求结果

（0，0） 29 （19.67，20.56）

（0.1，0.1） 113 （19.67，20.56）

（0.2，0.2） 254 （19.67，20.56）

… … …

（1.556，1.556） 2172 （19.67，20.56）

（1.557，1.557） 2173 F

表4 不同渐开线选取方案的反求结果

Table 4 Reverse calculation results with different involutes selected

反求方式 反求结果（ex，ey）/μm Δ/μm

单条渐开线 （41.99，15.77） 23.43

连续 3 条渐开线 （12.79，13.06） 10.60

连续 4 条渐开线 （15.19，12.39） 9.90

均布 3 条渐开线 （20.67，22.46） 1.73

均布 4 条渐开线 （19.67，20.56） 0.99

参考坐标 （19.26，21.46） —

图10 不同渐开线选取方案的反求误差

Fig.10 Reverse calculation errors of different involutes selected

图9 不同反求点数量反求误差

Fig.9 Reverse calculation errors of different measurement 
points used
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4 结论

在渐开线齿轮进行测量或测绘时，通常需要对其基

圆圆心的位置进行反求。在已知基圆半径、未知基圆圆

心的情况下，基于渐开线齿廓测量点的基圆圆心反求

中，主要影响因素有：单条渐开线测量点数量、被测渐开

线数量及位置分布、基圆圆心初值的选取。在齿轮测量

中心上，对模数 3.5、齿数 36 的被测圆柱渐开线齿轮进

行了测量试验。得到结论如下：

（1）单条渐开线测量点数量对反求精度的影响试

验中，对单条渐开线的 625 个测量点，在计值范围内均

匀选取其中的 10，20，30，…，200 个测量点进行基圆圆

心反求试验，分析得到每条渐开线齿廓应选取至少 100
个测量点。

（2）基圆圆心初值选取影响分析试验中，分别选取

单条、连续 3 条、连续 4 条、沿圆周均布 3 条和沿圆周均

布 4 条渐开线的齿廓测量点进行基圆圆心反求试验，观

察反求结果得出沿圆周均布的四条渐开线齿廓进行基

圆圆心反求的结果更接近参考坐标，其相对于参考坐标

的反求误差为 0.99μm。

（3）基圆圆心初值选取影响分析试验中，选取初值

与参考坐标的距离应在一定范围内（针对本文试件，其

基圆圆心的初值与参考坐标之间距离为 2173μm），否则

会引起反求算法失效。

基于渐开线齿廓测量点进行基圆圆心反求时，为得

到较佳的反求结果，建议选取沿圆周均布 4 条渐开线齿

廓参与反求、每条齿廓选取至少 100 个测量点、选取初

值与参考坐标的距离应在一定范围内。本文针对渐开

线齿廓反求基圆圆心中的测量点开展的研究，在渐开线

齿轮测量或测绘时，为确定其基圆圆心位置的反求条件

提供了依据。
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